Le théorème de NAPOLEON

Soit ABC un triangle dont les trois angles sont aigus. 

On construit à l'extérieur du triangle ABC les triangles équilatéraux BCA',  CAB' et ABC'. On appelle  I, J et K,  respectivement, les centres des triangles BCA',  CAB' et ABC'. Le triangle IJK est équilatéral
a) On démontre d'abord que les droites (AA'),  (BB') et (CC') sont concourantes en un point F (point de Fermat-Torricelli).

Par la rotation de centre C et d'angle (/3, B' a pour image A et B a pour image A'. La rotation conservant la distance on a donc AA'=BB' et ’image de la droite (AA’) est (BB’) : elles sont sécantes et forment un angle de même mesure que celui de la rotation soit  (/3.
On appelle F le point d'intersection des droites (AA') et (BB') ; on a donc  

);B'FA) EQ \o(\s\up5(= (/3 et 
 EQ \o(\s\up5();AFB)
=2(/3 . 

Ainsi 
 EQ \o(\s\up5();B'FA)
= (/3 et 
 eq \o(\s\up5();B’CA)
=(/3 . On en déduit que les quatre points A, B',C et F sont cocycliques et appartiennent au cercle (2 circonscrit au triangle AB'C qui a pour centre J.
De même les quatre points A, F, B et C' sont cocycliques et appartiennent au cercle (3 circonscrit au triangle ABC' qui a pour centre K.

L'angle 
 EQ \o(\s\up5();CFA)
 étant un angle inscrit dans le cercle (2, sa mesure est supplémentaire de celle de 
 EQ \o(\s\up5();AB'C)
 et donc vaut  2(/3.

L'angle 
 EQ \o(\s\up5();C'FA)
 étant un angle inscrit dans le cercle (3, sa mesure est celle de 
 EQ \o(\s\up5();C'BA)
, donc vaut aussi (/3.

On en déduit que  
 EQ \o(\s\up5();CFC')
= 
 EQ \o(\s\up5();CFA)
 + 
 EQ \o(\s\up5();AFC')
 = (  , et donc que C F et C’ sont alignés : la droite (CC') passe aussi par F.

b) On construit le triangle MNP en traçant les droites perpendiculaires à (AA'), (BB') et (CC') respectivement en A, B et C.

Par construction, les triangles FCN et FAN sont rectangles d’hypothénuse [F N] . Ils ont donc le même cercle circonscrit ; les  points A et C appartiennent à ce cercle de diamètre [F N], qui n'est autre que le cercle (2, puisque ce cercle contient A, C et F. Les points  A, C, F , B’ et N sont  cocycliques . On en déduit que  
 EQ \o(\s\up5();ANC)
 = 
 EQ \o(\s\up5();AB'C)
 =  (/3.

Il en est de même pour P qui appartient donc à (3, et M qui appartient à (1. Donc 
 eq \o(\s\up5();BMP)
 =  (/3 et  
 eq \o(\s\up5();CMB)
 = (/3.
Finalement le triangle MNP est équilatéral.

c) Une homothétie pour conclure.
Le cercle de diamètre [FN] est le cercle (2, donc son centre est J.

L'homothétie h de centre F et de rapport ½, transforme donc N en J. De même cette homothétie transforme M en I et P en K.

Le triangle MNP étant équilatéral, son image par h soit  IJK est aussi un triangle équilatéral.
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